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Introduction

Fact

RをNoether正規整域, Mを階数 r > 0の torsionfree R-加群
とする. このとき,

∃0 → R r−1 → M → I → 0,

ただし I はイデアル.



Introduction

Philosophy

加群Mの情報はブルバキイデアル I に遺伝する
（例）

cohomologyの消滅問題
hypersurface環上のMCM加群解析
加群の Rees代数
Hilbert-Samuel関数解析
· · ·



Introduction

Observation

R = K [X ,Y ,Z ], M =
〈(

0
−Z
Y

)
,
(

−Z
0
X

)
,
(

−Y
X
0

)〉
⊆ R3とする.

Mは階数 2の torsionfree R-加群である. このとき,

0 → R −→M → (Y ,Z ) → 0,

0 → R −→M → (X ,Z ) → 0

である.



Introduction

Question

どうやってブルバキ完全列を構成するか
ブルバキ完全列はどれだけあるのか
ブルバキイデアルはどうやって構成するのか

以下, 常に RはNoether正規整域,
Mは階数 r > 0の（有限生成）R-加群とする.
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ブルバキ完全列の構成

Lemma

次が正しい.

Mは torsionfree加群である ⇔ ∃0 → M → F .

Mは reflexive加群である ⇔ ∃0 → M → F → G .



ブルバキ完全列の構成

Theorem

Mを reflexive R-加群として短完全列

0 → M
ι−→ F → G

を 1つ固定する. このとき勝手な φ : R r−1 → Mに対して次
が同値:

0 → R r−1 φ−→ M → Cokerφ → 0がブルバキ完全列
htR(Ir−1(ι ◦ φ)) ≥ 2.



ブルバキ完全列の構成
Example

R = K [X ,Y ,Z ], M =
〈(

0
−Z
Y

)
,
(

−Z
0
X

)
,
(

−Y
X
0

)〉
⊆ R3とする.

M = Ω2
R(K )より, Mは reflexiveである.

φ : R → M ; 1 7→ f ·
(

0
−Z
Y

)
+ g ·

(
−Z
0
X

)
+ h·

(
−Y
X
0

)
とすると,

ι ◦ φ : R → M → R3; 1 7→
( −Zg−Yh

−Zf+Zh
Yf+Zg

)
.

従って,

0 → R r−1 φ−→ M → Cokerφ → 0がブルバキ完全列
⇔ htR I1

( −Zg−Yh
−Zf+Zh
Yf+Zg

)
≥ 2.



ブルバキ完全列の構成

Example続き
htR I1

( −Zg−Yh
−Zf+Zh
Yf+Zg

)
≥ 2かどうか.

Yes: (f , g , h) = (1, 0, 0), (0, 1, 0)...
No: (f , g , h) = (X , 0, 0), (Z , 1, 1)...



ブルバキ完全列の遍在性



ブルバキ完全列の遍在性

Fact (ブルバキの定理の次数付版)

R =
⊕

n≥0 Rnを次元が 2以上の standard graded Noerther正
規整域で R0が無限体であるものとする.
Mを階数 r > 0の graded torsionfree R-加群,
k ≥ “Mの次数付生成系の degreeの中で最大のもの”
とする. このとき

∃0 → R(−k)r−1 → M → I (m) → 0,

ただし I はイデアル, mは整数.



ブルバキ完全列の遍在性

Factの仮定のもとで, 任意の次数付 R-linear map
φ : R(−k)r−1 → Mに対して,

G = R(−k)α

π

��
M≥k

ι

��
F = R(−k)r−1 ∀φ //

∃Aλ

==

M

である. この記号のもと, 次が成り立つ.



ブルバキ完全列の遍在性

Theorem

Factの仮定に加えて, Rが CM環で, かつ R0が代数閉体であ
るとする. またMも reflexiveとする. このとき,{

Aλ ∈ Kα×(r−1) : 0 → F
ι◦π◦Aλ−−−−→ M → Coker → 0

is a Bourbaki sequence

}

は空でないKα×(r−1)の部分開集合である.



ブルバキ完全列の遍在性

Example

R = K [X ,Y ,Z ] with degX = degY = deg Z = 1,

M =
〈(

0
−Z
Y

)
,
(

−Z
0
X

)
,
(

−Y
X
0

)〉
⊆ R3とする. Mは 2次の元で

生成されている.

φ(a,b,c) : R(−2) → M ; 1 7→ a·
(

0
−Z
Y

)
+ b·

(
−Z
0
X

)
+ c ·

(
−Y
X
0

)
とおく (a, b, c ∈ K ). このとき{

(a, b, c) ∈ K 3 : 0→F
φ(a,b,c)−−−−→M→Coker→0

is a Bourbaki sequence

}
= K 3 \ {(0, 0, 0)}.
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ブルバキイデアルの構成

Remark

F1

∂1
��
F2

∂0
��

0 // R r−1
φ

// M //

��

I // 0

0

⇒ F1 ⊕ R r−1 (∂1 φ)T−−−−→ F0 → I → 0.



ブルバキイデアルの構成

Theorem

R : Noetherian factorial domain, I : イデアルとして,

Rβ B−→ Rα → I → 0

が与えられているとする. このとき任意の階数 α− 1の
α× (α− 1) B部分行列 C に対して,

I =
1

r
·Iα−1(C ),

ただし r = gcd Iα−1(C ) ∈ R .



ブルバキイデアルの構成

Example

R = K [X ,Y ,Z ], M =
〈(

0
−Z
Y

)
,
(

−Z
0
X

)
,
(

−Y
X
0

)〉
⊆ R3とする.

このとき,

0 → R
φ(f ,g,h)−−−−→ M → I → 0

がブルバキ完全列であるとすると,

R2

(
X f
−Y g
Z h

)
−−−−−→ R3 → I → 0.

従って, (f , g , h) = (1, 0, 0)ならば I = (−Y ,Z ),
(f , g , h) = (0, 1, 0)ならば I = (X ,Z )となる.



Koszul cylclesのブルバキイデアル



Koszul cylclesのブルバキイデアル

R = K [X1, . . . ,Xn]として,

0 → Kn
∂n−→ Kn−1 → · · · ∂1−→ K0 → 0

をKoszul complex of X1, . . . ,Xnとする.

Zi = Im∂i (1 ≤ i ≤ n)

とおく. Z1 = (X1, . . . ,Xn), Zn = Rに注意する.

Question

Zi = Im∂i (2 ≤ i ≤ n − 1)のブルバキイデアル？
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Koszul cylclesのブルバキイデアル

Proposition

勝手な 1 ≤ i < j ≤ nに対して, (Xi ,Xj)は Zn−1のブル
バキイデアルである.(

X1···Xn

XiXj

∣∣∣ (i , j) ∈ {(1, 2), (2, 3), . . . , (n − 1, n), (n, 1)}
)
は

Zn−2のブルバキイデアルである.

証明の鍵は, Koszul complexの canonical basisの一部をブル
バキ完全列を生成するための元として選べることにある. す
なわち, multi-gradedなブルバキ完全列が存在することに
よる.



Koszul cylclesのブルバキイデアル

前の Propositionが成り立つ一方で, 次が成り立つ.

Theorem

i ≥ 2とする. このとき十分大きい nに対して, Zn−(i+1)およ
び Zi のmulti-gradedなブルバキ完全列は存在しない.



Koszul cylclesのブルバキイデアル
Example

R = K [X1, . . . ,X5]とすると, Z2のブルバキイデアルは

I =(1/x22x3)I6(C )

=(x2x3x4, x1x3x4 + x23x4, x1x2x4 + x1x
2
4 + x3x

2
4 ,

x1x2x3 + x1x2x5 + x1x4x5 + x3x4x5,

x22x4 + x2x
2
4 , x

2
2x3 + x22x5 + x2x4x5, x2x

2
3 + x2x3x5)

である. ただし,

C =


x1+x3 x4 x5 x2+x4 x5 x3+x5
−x2 0 0 0 0 0
0 −x2 0 0 0 0
0 0 −x2 0 0 0
0 x1 0 −x3 0 0
0 0 x1 0 −x3 0
0 0 0 0 x2 −x4

 .



ご清聴ありがとうございました


